Признак Дюлака для обобщенной системы Ван Дер Поля by Кузьмич, А. В. & Гринь, А. А.
72 «Шестые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям»
Теорема. Пусть V : Rn → R — строгая интегральная направляющая функция для
включения (1) такая, что indV 6= 0. Тогда включение (1) имеет решение.
Заметим, что условия теоремы выполнены, если, например, функция V четна или
lim
‖x‖→+∞
V (x) = ±∞.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-01-00468), РФФИ —
Тайвань (проект № 14-01-92004) и РНФ (проект № 14-21-00066).
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Рассмотрим автономную дифференциальную систему на плоскости вида
x˙ = yp−1 ≡ P (x, y), y˙ = −x2q−1 + µyp+1(1− x2q)f(x) ≡ Q(x, y), X = (P,Q), (1)
зависящую от действительного параметра µ ∈ I ⊆ R, 0 ∈ I, где p — натуральное четное
число, q ∈ N и f(x) — непрерывно дифференцируемая функция.
Система (1), представляющая собой обобщение системы Ван Дер Поля, при µ = 0 яв-
ляется консервативной системой с первым интегралом вида x2q/(2q) + yp/p = c, где c —
некоторое положительное действительное число. При значениях параметра µ достаточно
близких к нулю, из некоторых замкнутых траекторий x2q/(2q) + yp/p = ci, ci > 0 могут
рождаться предельные циклы [1].
Для оценки числа и локализации предельных циклов в некоторой области Ω ⊆ R2 струк-
турно устойчивых систем на плоскости в работах [2–4] эффективно применялся обобщенный
подход Л.А. Черкаса [5] к признаку Дюлака, который основан на нахождении функции Дю-
лака — Черкаса Ψ(x, y, µ), удовлетворяющей неравенству
Φ(x, y, µ) = kΨdivX +
∂Ψ
∂x
P +
∂Ψ
∂y
Q > 0 (6 0), ∀(x, y) ∈ Ω ⊂ R2, ∀µ ∈ I ⊆ R, (2)
где промежуток I не содержит бифуркационных значений параметра µ. При этом функция
Ψ(x, y, µ) предполагается непрерывной по всем аргументам и непрерывно дифференцируе-
мой по фазовым переменным x, y. В работах [6, 7] была получена глобальная оценка числа
предельных циклов для некоторых случаев обобщенных систем Куклеса с помощью построе-
ния функции Дюлака — Черкаса. Аналогичный подход теперь используем для исследования
предельных циклов системы (1).
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Функцию Дюлака — Черкаса Ψ(x, y, µ) будем строить в виде
Ψ(x, y, µ) = Ψ0(x, µ) + Ψ1(x, µ)y +Ψp(x, µ)yp. (3)
Тогда соответствующая функция (2) принимает вид полинома
Φ(x, y, µ)=Φ2p(x, µ)y2p+Φ2p−1(x, µ)y2p−1+Φp+1(x, µ)yp+1+Φp(x, µ)yp+Φp−1(x, µ)yp−1+Φ0(x, µ),
где
Φ2p(x, µ) = (k(p+ 1) + p)µΨp(x, µ)f(x)(1− x2q), Φ2p−1(x, µ) = Ψ′p(x, µ),
Φp+1(x, µ) = (k(p+ 1) + 1)µΨ1(x, µ)f(x)(1− x2q),
Φp(x, µ) = kµ(p+ 1)Ψ0(x, µ)f(x)(1− x2q) + Ψ′1(x, µ),
Φp−1(x, µ) = Ψ′0(x, µ)− px2q−1Ψp(x, µ), Φ0(x, µ) = −x2q−1Ψ1(x, µ). (4)
В докладе будет представлен способ построения функции Ψ в виде (3) во всей фазовой
плоскости системы (1) для всех действительных значений µ 6= 0. При этом условие (2) для
полинома Φ(x, y, µ) доказывается за счет сведения его к виду Φ(x, y, µ) = Φp(x, µ)yp. Таким
образом, доказана следующая теорема
Теорема 1. Обобщенная система Ван Дер Поля (1) имеет функцию Дюлака — Черкаса
в виде
Ψ(x, y, µ) =
pc1
2q
(x2q − 1) + c1yp
для всех (x, y) ∈ R2 и µ 6= 0, где c1 — произвольный ненулевой действительный параметр.
Следствие. Если выполняется условие
p2c1
2q
µf(x)(1− x2q)2yp > 0 (< 0)
для всех значений параметра µ ∈ R \ {0}, то система (1) имеет не более одного предель-
ного цикла во всей фазовой плоскости. В случае существования предельный цикл является
устойчивым (неустойчивым), если выполняется условие µf(x) < 0 (> 0).
Далее с помощью метода Пуанкаре [1] построены системы вида (1) с единственным пре-
дельным циклом для значений параметра µ, достаточно близких к нулю. В частности, спра-
ведлива
Теорема 2. Система (1) в случае f(x) ≡ 1 имеет единственный предельный цикл во
всей фазовой плоскости, который стремится к овалу x2q/(2q) + yp/p = 3/q при µ→ 0.
Для доказательства существования единственного предельного цикла для значений пара-
метра µ, для которых метод Пуанкаре не применим, использовалась следующая теорема [8].
Теорема 3. Функция B = |Ψ(x, y)|1/k|Ψ1(x, y)|1/k1 является функцией Дюлака системы
в области Ω, если выполняется условие
Φ ≡ kk1ΨΨ1 divX + kΨdΨ1
dt
+ k1Ψ1
dΨ
dt
> 0 (< 0). (5)
Здесь по известной функции Ψ мы строим функцию Ψ1 таким образом, чтобы выпол-
нялось неравенство (5) и уравнение Ψ1 = 0 задавало единственный овал, окружающий
предельный цикл системы (1).
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В теории нелинейных многочастотных колебаний возникают системы дифференциальных
уравнений вида
dϕ
dt
= a(ϕ),
dx
dt
= P (ϕ)x, (1)
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm), x ∈ Rn, действительная вектор-функция a(ϕ) ∈ CLip(Tm), P (ϕ) — квад-
ратная матрица, элементы которой действительные, непрерывные 2pi -периодические функ-
ции P (ϕ) ∈ C(Tm). Один из важных вопросов: при каких условиях на функции a(ϕ), P (ϕ)
система (1) будет иметь функцию Грина — Самойленко G0(τ, ϕ)?
Функцией Грина — Самойленко [1] называют функцию вида
G0(τ, ϕ) =
{
Ω0τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), τ 6 0,
Ω0τ (ϕ){C(ϕτ (ϕ))− In}, τ > 0,
где ϕt(ϕ) — решение задачи Коши dϕ/dt = a(ϕ), ϕ|t=0 = ϕ, Ωtτ (ϕ) — фундаментальная
матрица решений линейной системы dx/dt=P (ϕt(ϕ))x, Ωtτ (ϕ)|t=τ =In, C(ϕ) : ‖G0(τ, ϕ)‖6
6 K exp{−γ|τ |}, K, γ = const > 0.
В одних случаях эта матрица C(ϕ) существует единственная, тогда она обязательно
удовлетворяет тождеству C2(ϕ) ≡ C(ϕ), в других случаях таких матриц существует беско-
нечное множество и в третьих случаях таких матриц не существует.
В случае, когда система (1) имеет единственную функцию Грина — Самойленко ее на-
зывают регулярной, а в случае, когда таких функций существует много различных, систему
(1) называют слабо регулярной.
Известно [2], что вопрос регулярности системы (1) можно исследовать с помощью квадра-
тичной формы V = 〈S(ϕ)y, y〉, производная которой в силу сопряженной системы dϕ/dt =
= a(ϕ), dy/dt = −P T (ϕ)y будет знакоопределенной.
